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11! ^�\�

1.1 ~�õU

·�ù��§Ì�´�÷AÛx��Ä:,é�
ênnÜ¯K�
{

ü�&¢.@o·�Äk�éù�^�k�½�
).

ù�^�Ù¢�~ÐþÃ,�±ë�Ðõyk��§,$��±��}Á�

�
¯K,>^>Æ.·�{ü���
0�.

�m��AÛx�©�,�>k��ö�UÜ,Ù¥�Ü©´�EõU

�,��À¥óäÒ�±�Ñ:,�,�,õ>/.ùpÑ´~^��E,Ù¦�

�EõU�±ÏL�Eèü¥ �À�¢y,x�¥��ÑÎÜkÀJ�E

é�2?1�E�^S.·�'X·���E���ã�¥:,@o·��

±À¥�^�ã,,�ÀJ�E,¥:,Ò�±��¥:.Ù¢^� Ùö�{·

��±|^¯$�Ú§S�%@�J5)û�
¯K.

'X·��)û��?¿é>/zg�¥:�EÑ,��õ>/,�EÌ�

e���J·�Ò�±ù�ö�.

���{{{

1.·�^ÀJõ>/�óä(��>�@«,�Uõ>/óäÀJ1n�.)�

Ñ��õ>/,����:VÂ.

2.3ö�ff�¤��ÿ,>´3À¥G�,·�^¯$�Ctrl + MÒ�)


�>�¥:.UY^¯$�Ctrl + LÒ�)
��#�õ>/,�Ò´¥:õ

>/.

3.�Ee�,é¯Ò��
ù�¥:õ>/.

'uù�õ>/QiusirQ²uLL��£ã.

ã 1.1: ¦��Æ��ã
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õ>/�?¿5éAÐ©^����É,
²LõgS���(J%´

ªÓ�,XÓ<�kU�É�±ÏL�Uãå�Ö��.��L§¥�­E

L§Ø=Ø�"�,Ù��ØÓÐ©^��ªÓ�´7,
.
S©'~�

ØÓXÓnz8�111ÑG�,ØLùpk�¤õGÑ�dØÓ�«O.

”þ2”L¡þk¤ %/�
ØÓ<ØÓ�	3,%ww/D�z�<�Ó

�ãå(J.
)¹¥�(²~�±w�ØÓ�<kaq¤õ�y�.w5

<��å¿Ø3uÐ©��É,	L��É�õ´6��.
��(J�Ø

Ó�õ�ûu¥mL§�”S�”gê,ù�´”Ð©ØU”�Få
. ½N�

�±��ù��éu,úe¤rN�”�5uÐ”¿Ø´J¦L¡�ÁÓ,


´�yg·�”Ø�S�”,2���5�É�”ý�uÐ”�(JÓ�´ªÓ

�,¤¢”^^�´ÏÛê”. ¢y¤õ��{�É,
¤J¦�(J�ª�

Ó;¤õ�´��C´L¡�,'��ÀJ�^U
j±e���´,
�å

p�==I�Àå´Ø
�,�IW���.
c?�”S�L§”��¡J

2”j±âUUC”,Ó��w2�r±”UCâUØC”�ºÝ.

lù�~f·��±wÑ5,ö�E|´�´��ý¡,,�¡�È\

²�.

Ø
�Eé��	,·��~^��kC�èü,C�¥^���ö�E|

Ò´VÂ,'X�òA:±B:�¥%� 1
2
, ·��±VÂB:,ÀJA:,l

èü¥ÀJ �,Ò¬�Ñé{µ,,�Ñ\1
2
,(½=�.ù�IP�L§Ò

�±ÏLVÂ¢y.

�k~^�á5,  ÏLm�ÒU
)û.'X#ïëê,�IX,�U�I

X�L�Ñ�±lm�èü¥��.

�,�õ�ö��´�6èü5)û,Ýþèü¥  U)û�
�

Ý,�Ý�Ýþ.'~�O���.ù
ö�³²�Ò�±)û,ØL��5

¿ö�^S,'XÝþ���ÿ,·��g :ÀA,B,CÝþÑ5Ò���

Ý∠ABC,:ÀC,B,AÒ¬���Ý∠CBA,ùü�Ýê�Ó,�´XJ·�

ÀJm�,ëêÀ�,ü À�k¥���Ý,Òuyùü�ÝêC¤
��

ê.A^��ÿÒ�5¿«O.

�kÙ¦~f,'X�Ñ�^��A,BÚÙþ�:C,·��g:ÀA,B,C,^

Ýþ,'�óäÒ¬��AC
AB

.´Ø´Ú\��Ø��B!éõ<¬±�´AC
CB
½

öO�|Üj,¤±��[%B!
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·�25ww,	ü�~^�èü,êâèüÚ±ãèü.

êâèü¥,Ì�k#ïëê,#ï¼ê,�LÚ½Â�¼ê�õU,Ù¥#ï

ëê½ö#ï¼êÑ´'�N´�. 'u�LÙ¢��uÄ��ÿ,·�Ï

L��~f?1`².

���{{{

1.±���:A,m�üÂù�:,�Ñîp�I.

2.d�du�I��Ñ,ë�¬g,�)�IXÚ��,Ûõ��.

3.:ÀxA, yA,|^êâèü�L.

4.:ÀL�,|^èüV\êâ(½ö¦^m�).�Ñ�é{µ¥·�Uw�

ü�À�,��´V\��#^8,,��´�ê�UC�V\,Ù¥��Ñ

ëê�±UCV\ê8 ÚV\�m��m,·�ÀJ1�«�ª.

5.ÀJ��·�^àI£Ä:,z��¦Ò¬P¹�� ���I,gÄ�V

\�
L�¥.

6.P¹�¤�,�±¦^±�L�¥�:5rL�¥�êâÑ��Ñ5.±�

Ñ5�:ÚÚL�®²øl'é'X
,d�íØL�,:�,�3,ùÙ¢

´����,3éõaq ^�¥,ù�Ñ´'é�.

�¼êõU�ér�,·��Ñ��¼ê,��Ò�±�Ñ�A��¼ê,$

��¹�
'�Û%�¼ê��±·ÒÁLf(x) = xx��.�[�±gCN

��e.

�k��õU�½Â±ã¼ê.ù´��é Û�õU.

���{{{

1.Äk3óä9¥À�IPóä,�¿3x�¥±��^­�,ùAT´��

ã¡/ª.

2.:Àã¡,|^êâèü½Â±ã¼ê,¬Ñy��¼êf(x) :±ã1

3.ÀJù�¼ê,±�ã�,·�uy��
��¼êã�Ä�Ú±��ã¡

­Ü,�´�\�1w.

4. ��ã¡½UC�ã¡� �,¼ê���u)Cz.

·�uyÙ¢ù�õU®²rff·�±��ã�=z¤
��¼ê. �

,·�±���½´��¼êâ�±,'X·�±����(�,éJx

�,���eÒ1),­Efâ�ö�, Ò¬uyØÓ.
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Gsp v5.0uÙ��ÿÒ^ù�õU�
��ü«,±��^­�,,�¼ê

z,,�O�ÙÈ©.�J�´é�À�B!

±ãèü¥·�­:`½Â�IXÚIP�IX.

���{{{

1.m�ïá�IX.

2.3²¡S�Ñ��:A,:ÀA,|^±ãèü,½Â�:,ù�¬ÑyJ«

µ,`s®²k���IX,´Ä��ï���IX,:Â(½.

3.3ù��IXS±���¼êf(x) = x2ã�.

4.:À��IX��:,ÏL±ãèüIP�IX,ù���£�5��I

X.3ù��IX¥±�f(x) = x2�ã�.

ù
õUXJ|^|©�{ÑU�E�~°ç��J.~X^ù�¢yã�

�²£C�ÒéN´.���±gCN¬�e.Ù¢¯õ�^�¥,AÛx�

�61§Ý´3¥Æ ���¥´��2��,Ì�´ö�B$N´\Ã.¤

±�[��ÿ}Á,>^>Æ,ATé¯Ã�gÏ�.

1.2 ÿÐ��

1.����n�/S�Ú´180◦���.

2.�����yrrNd½n���.

3.}Á|^ü«�{xÑf(x) = x2 − 2x + 3(x ∈ [−1, 3])�ã�±9Ù�¼
ê�ã�.

4.����df(x) = x2²£C��f(x) = (x− a)2��J.
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12! Ff¯K-;,�E

2.1 ?Ö£ã

¤¢Ff¯K,´��Í¶�;,b�¢�,·������p
á�

Ff(�à�3pþ,�à|3/þ), ù�Ff,-þ!X��hÖ×,�F

f^pwá��ÿ,hÖ×� ;,?

2.2 Eâ|±

ù�¯KÌ�´�6;,��E,ù��Ó�À¥��;,$Ä�gd

:Ú��E;,�:,,�:À�E;,Ò�±
.

XÛ�4��Ff^pw�Q?

Äk·�rù�¯K=z�êÆ£ã:®��^�ãAB,A3x¶��¶þ$

Ä,B3y¶��¶þ$Ä.��y�ãAB��Ý�d(½�). @où�¯Kq

�¿Ø(J.Äk�Ñx, y¶��¶ü^��,�Ñx¶þ�gd:A:,�½

�^�ãMN ,Ù�Ý�d,,�±A��%,MN��»x��y¶��¶ �

�:=�B.Xã2.1 �e5Ò���Ñ¥:,�E;,Ò�±
!
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10

12

5 5 10

B

M N

A

ã 2.1: Ff¯K

ù�´{ü�¢y
Ff¯K,=vkí2,�Ø
�¦.�5qh²Æ))

û
ù�¯K.rù�Ff/)�0��IX¤k��¥,
��Ø^M5�

�:5�y½�
.
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2.3 äN�{

���{{{

1.#ï��x�©�,m��/���Ñ�IX.

2.3�IX¥±�:O��%xÑ���.¿3Ùþ?���:A.ë�AO¿

�¥:B.

3.LB��y¶�²1�l,ò�ãOA'ulé¡.ù�Òé¯Ò�����3

�IX¥�Ff.

4.IP¥:,�E;,=�.Xã2.2

ùpÌ�$^
��AÛ5�Ò�t��¤
ù�ó�.ò�£�Eâ�{

�KÜ��N
. Ù¢�¤
ù�ó�,&¢���vk�¤.

12

10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

10 5 5 10

B

O

A

ã 2.2: Ff¯K

'X·��±r¥:í2�?¿�:,·��±|^fâ�(J.

���{{{

1.#ï��x�©�,m��/���Ñ�IX.

2.3�IX¥±�:O��%xÑ���.¿3Ùþ?���:A.ë�AO¿

�¥:B.

3.LB�y¶�²1�l,ò�ãOA'ulé¡.ù�Òé¯Ò�����3�

IX¥�Ff.

4.Ûõõ{�:Ú�,�3e:AÚ”Ff”.^:óä3”Ff”þ?���

:C,ù�Ò��
Ffþ?¿�:.
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5.�Eù�C:'uA�;,.����ý�.}ÁöÄC:,¬uyù�;,

��u)Cz.

·���±�éõ�ïÄ,'X?uÐÛ,·�Ø��@�:�;,,


´�Ñ�ã�;,,ù�Ò/¤
���ä,Xã2.3.½ö·�rFfÚA:

/¤�n�/ A′O′A�­%.Jlù�­%�;,ÒØ,�����,X

ã2.4.ù�AÛ5�´Ø´é Û!·���±UYù�ïÄ,w\�Uk�

ouy.

12

10

8

6

4

2

2

4

6
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12

10 5 5 10O'

A'

O

A

ã 2.3: Ff�ä

12

10
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4

2

2

4

6

8

10

12

10 5 5 10O'

A'

O

A

ã 2.4: ­%;,

2.4 ÿÐ��

1.Ff¯K¥�n�/A′O′A�R%,	%,S%�EÑ5,¿�£±Ù;

,.

2.ò�I¶��ü^����(����I),|^Ff¯K��{(�,

UìR���E,�ù��Ffà:Ø�½�y3ü^��þ
),*	;,

�Cz�¹.

3.òù�½��ã¯Kí2��I­�þ�½��ã¥:;,¯K.
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13! oiXã-�mÐÚ

3.1 ?Ö£ã

���Lissajous­�,UìêÆ½Â´x = a sin(θ)

y = b sin(nθ + ϕ)
(1)

Ù¥n > 1, ϕ ∈
[
0, π

2

]
XJ�¤´AÛ£ã�{,Ò´ü�{��Ä��

�.Xã3.1, ·�{ü£ã�eù��{:

2.4

2.2

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

1.5 1 0.5 0.5 1 1.5

n⋅∠DEF = 102.26°

∠DEF = 51.13°n = 2

H'

H

G

E

OD

I

F

ã 3.1: {��ÄU\

���{{{ 1.ïá�IX,.�ü 1:,31���SxÑL(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)o

�:���/,��·�w«Lissajousã�«�.

2.31o��Ú1���zÑü^�Ý�1��ã,¿±ù��ã��

»xÑü���EÚ�G.
3.�Ñ1������Eþ?¿�:F ,Ýþ�±�∠DEF ,¿ò�Ýü

 U����.

4.�Ñëên,D��2,O�n · ∠DEF ,¿3�G¥òG�e���þ�
:H,Uìn · ∠DEF^=�H ′:.
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5.LF,H ′©O��g�»�R��u�:,ù��:'uF�;,Ò

´Lissajousã.

�,XJ¦^�ê�{´'�N´�.

���{{{

1.#ïü�¼êf(x) = sin(x), g(x) = sin(2x).

2.$^èü±�,±�ëê­�,,�:Àf(x), g(x),¿�Ñ��(0, 2π).

3.éõ�ÿ=¦´IP
ëê����U����ã­�,@o�±öÄ­

�þ��Þr­�w«��.

ù��JÚ«Åì�w«´é���.·�8U��¤�Lissajousã�

'ù���E,�
,··���¤�´���m�Lissajousã. <�äN

��§5`·���¤�^�m­��±�,¦��§�
x = cos(5θ)

y = sin(3θ)

z = sin(θ)

Ù¥θ ∈ [0, 2π]

3.2 Eâ|±

ù�ó��k��n��IX�|±.

·�ùpØ�Ñn��IX���,
���Ñ��n��IXA^.

�máNAÛóä©�.ù�óä�muöJø
éõ�õU,·��´|

^Ù¥��Ü©,XJ�\ïÄ�±ë��ö�Ñ��'`².

·�Ì�´�3�IX¥£±��:,'X(1
2
, 1
3
, 1
4
).

���{{{ 1.VÂ:O��� ¥%,:À�IX¥�x:,Uì1
2
?1� ,�

�x′,Ó�� Ñy′, z′:.

2.Lx′�Oy�²1�, LLy′�Ox�²1�,�Ñü^���:��A.

3.IP�þOz′,Uìù��þ²£��A′.A′:=�¤¦.

ù�·�ÒU���IX¥�ü:
.nØþù��Jøü:Ò�±rõ¡

N�EÑ5.
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�´ù��E�õ¡N�¡Ú�ÑvkJ¢�J,Ù¢´�3D.ØLùp·

�ÒØ2�¦[!,\�ö��Ì.

3.3 äN�{

���{{{ 1.�mn��IXÚ©�,3?6èü¥À”ëê”,3�m�é{µ¥

ò�Ý�Ýþü U�lÝ(Ï��g�ã�¼ê¥�9n�¼ê).

2.½ÂÐn�¼ê

f(x) = cos 5x

g(x) = sin 3x

h(x) = sin x

¿�Ñ��ÏL��Ñ��Ý∠ABC,òÙIPU�t.

O�f(t), g(t), h(t).

Xã3.2¤«.

h t( ) = 0.74

g t( ) = 0.60

f t( ) = 0.53

h x( ) = sin x( )

g x( ) = sin 3⋅x( )

f x( ) = cos 5⋅x( )

t = 2.31弧度

 转2

 转1

z

y

x

 O

B C

转3

A

ã 3.2: O�Ú½
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3.IPn��I�¥%O,òX, Y, ZUì� f(t), g(t), h(t),��X ′, Y ′, Z ′

LX ′�OY�²1��LY ′�OX�²1�,�u:D.

òD:Uì�þOZ ′²£,����:D′.

�JXã3.3¤«.

h t( ) = 0.74

g t( ) = 0.60

f t( ) = 0.53

h x( ) = sin x( )

g x( ) = sin 3⋅x( )

f x( ) = cos 5⋅x( )

t = 2.31弧度

D'

D

z'

y'

x'

 转2

 转1

z

y

x

 O
B C

转3

A

ã 3.3: £±�m:

�'uA�D′�;,Ò�±
,ÛõØ7�:.Ì��;,Ò�¤
!

{ü=Ä�e,wwáN�J,�NAT�Ø�,�´¢Sþ�U"�ëìá

�N¤±aúáNaØr,·�2\þ�
9Ï���.

·��±òh(x)?U�h(x) = 0�{,*	�e���(JXã3.4¤«. . ²

x
�n·��±UYLissajousã���.

���{{{

4.Äkòh(x)U£�h(x) = sin(x).

5.3�IX¥±�Ñ(1, 1, 1):,¿|^ù�:é¡�Ñ±O�¥%,2�

c����N.(ù�Ú½¢y��{kéõ,Ì�´�²£^=�C�5�
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h t( ) = 0.00

g t( ) = 0.85

f t( ) = 0.92

h x( ) = 0

g x( ) = sin 3⋅x( )

f x( ) = cos 5⋅x( )

t = 2.43弧度

D'

 转2

 转1

z

y x O
B C

转3

A

ã 3.4: xoy¡þÝK

¤,ÒØ3Kã.)

6.m�w«¤kÛõ,ù�¶4þ'�Ï,À¥D:,2^¯$�Ctrl+Hò

w«Ñ5�:�Ûõ.ù�ÒéÑ
�Ûõ�D:.ù��{Ù¢´���À

J�E|,ék^�.

7.IP�þZO,òD²£,��D′(ùpXÚgÄ·¶�D′)Ù¢Ø´f

â�D′,ù�D′´²£���N.¡þ�,
¿��m¥�.�ù�#�)�

:�;,,U¤J�.¿ë�ü�D′,��éA'X.

Xã3.5¤«. . 8.:Àz:,m�,w«á5,Ñy�é{µ¥�é�À�

ke�fé�¥é�z′:,ù�gÄ���
z′:�á5,òz′:�ÛõEÀ

µ��,±w«Ñz′:,ù´,����ÀJ� E|.�[gC·�ÀJA^.

9.Óc�{é�x′,|^x′, z′ü�:,òù�¡S�ÝK:�Ñ,��M ,òMU

ìyO�þ²£,��M ′,M ′'u:A�;,Ò´,��¡S�ÝK,�,U�
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h t( ) = 0.32

g t( ) = 0.83

f t( ) = 0.05

h x( ) = sin x( )

g x( ) = sin 3⋅x( )

f x( ) = cos 5⋅x( )

t = 2.82弧度

D'

D'

D

 转2 转1

z

y
x

 O

B C

转3

A

ã 3.5: ��N¡þÝK

4[J�.

10.Ó��{�Ñ�{ÝK¡þ�ÝK,Ûõõ{�­�Ú:,Ò�¤
.

Xã3.6¤«.

3.4 ÿÐ��

1.|^ëê{±�ý��ëê�§.

2.�����m�Lissajousã(=­E�þ�L§).

3.}Á^T���{L«��{ü�­¡Mobius�(#'¿d�).
x(t, v) = r(t, v) cos t

y(t, v) = r(t, v) sin t

z(t, v) = bv sin t
2

(2)

Ù¥, r(t, v)a+ bv cos t
2
, v ∈ [−1, 1], t ∈ [0, 2π]
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h t( ) = 0.83

g t( ) = 0.20

f t( ) = 0.18

h x( ) = sin x( )

g x( ) = sin 3⋅x( )

f x( ) = cos 5⋅x( )

t = 0.98弧度
D'

 转2 转1

 O

B C

转3

A

ã 3.6: Lissajousã

14! �I­�-ôÚ×£

4.1 ?Ö£ã

geogeobra�logoÒ´��Ê:�ý�,��XÊ:�g­�.·��,

k7�!!�I­�.

�I­����*�A^éõÔn�'�(Ø.

!C�­�$Ä�;,´�Ô�,UN$Ä�;,�9�ý�ÚV­

�.�,�I­��kék��1ÆA5.

�,�I­�kéõ�Ðy/ª,�«'�²;�L�´ÏLôÚ5×

£Ñ­�X�a�ã¡.
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AB + AC  trunc AB + AC( ) = 0.06厘米

AC = 5.88厘米

AB = 3.17厘米

动画点

ã 4.1: �I­�X

4.2 Eâ|±

ù�p¡�9��´��ôÚ×£�E|.

���{{{

1.�Ñ�ãAB,LB�ABR�,3R�þ?��:C,ÛõR�,±��

ãBC.

2.3�ãAB?��:D,LD�AB�R�,LC�CD�R�,�c¡�

R��:�E,Ûõü^R�,ë�DE.

ù�Ú�¤��,·�öÄ:D,�ãDEÒ��$Ä,Ù$Ä���Ð

´AB,BCü^�ãÜ¤�Ý/,@o���e,XJrDEw�´�^×

£��{,AB,BCü^� ãÜ¤�Ý/Ò´×£«�,\�×£�oÒw\

�½Â.

���{{{
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3.ÝþDA��Ý,O�DA− trunc(DA),P�êþt.

4.À¥�ãDAÚêþt,$^èüw«,ôÚ,ëê,Ñyé{µ,%@À�

´V�Ì�,ëê��´[0, 1],Ï�·�c¡�
Á=,¤±¦^%@G�Ò

1.

5.ÀJDE�ã,m�,�l,ÀJD:,?6,ö�aUÜ,Äx.éÄÄxÒ¬w

�×¡��J
,Xã4.2.

DB  trunc DB( ) = 0.43厘米

DB = 3.43厘米

动画点

E

B

A

C

D

ã 4.2: ôÚ×£

��×£�°[�±ÏLá5N�$Ä��Ý,�,��N��/�[

�,�kÒ´�E×£. XJ�ÞØ�{�±^¯$�Ctrl + Shift + E

4.3 äN�{

@o·�5�ôÚ×£��I­�
.

ù��nÙ¢é{ü,ý��½Â´�ü½:�ålÚ�½��:�8
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Ü1,·�r×£«�S�:�½:F1, F2�ålÚÑO�Ñ5,,�±ù��

Ý��XÚ�ëê,ÒU��·����J.

äN��{´,kïá×£«�.

���{{{

1.�Ñ�ãAB,LB�ABR�,3R�þ?��:C,ÛõR�,±��

ãBC.

2.3�ãAB?��:D,LD�AB�R�,LC�CD�R�,�c¡�

R��:�E,Ûõü^R�,ë�DE.

,�·�UYý�ÚÄ:�£ã.

���{{{

3.�Ñ�ãDEþ?¿�:F ,�Ñ×£«�Sü�gd:F1, F2,Ûõ�

ãDE.

4.ë�FF1, FF2,Ýþ�ÝFF1, FF2O�FF1 + FF2.P�ëêt.

5.ÀJ:FÚëêt,ò:FXÚ.òXÚ���U�l0�30.ù����

ûu\�×£��¥:�ålÚ���,·��±ký���,,�2N�

�U.

6.·�XÚ�¬uy,I\F��
.Ù¢ù´XÚgC����ó�,¤¢U

ôÚ£:¿Ø´òF:­#XÚ,
´3F:� �­#±�
���ôÚ

�:.·��± ò�ãFF1, FF2Ûõ,ÀJXÚ�:,m�,Ié�,d���

�
Ié�F�á5µ
,3F�á5µp¡,òÛõc¡�EÀµ�K,d�

I\FqÑy
,d�Ù¢´ F�XÚ:F ′Ñw«Ñ5
.

7.^àI�À��«��yrFÚF ′ÑÀ¥.ù��ÿØ�:À,:À�{

1ù�QãÙ¢Ø´�~IO,ý��ý�½Â´:�ü:�ål�Ú�u½�,ù�½�

��uü:�m�ål�:�;,,�ù�ål�uü�:ål��ÿ,;,��ã,�3

�©�ã¥,¿ØK�·���J.
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t = 9.06厘米

FF2 = 5.88厘米

FF1 = 3.17厘米

F1

F2

B C

A

D
F

ã 4.3: ôÚ×£

N´�ÀJþ��:.ÀJ;,,Ò¬���^çÚ�­�.Jlù^�¿

òD:Äx, Ò��
ù�ôÚ×£.

t = 8.81厘米

FF2 = 5.85厘米

FF1 = 2.97厘米

动画点

F1

F2

B C

A

D
F

ã 4.4: ôÚ×£

ØLù�Ú·�­�X��ªk:ØÓ,ôÚLÞ!¡�Ø�E,ù�Ò´

Ï�·�XÚëê�ÀJ¯K.

·�òFF1 + FF2����ëêt,¤±z���ý��ôÚÑØ�Ó,·�

�±/Ï¼ê?1U?,'X·��Ñ¼ê

f(x) = x− tuanc(x)
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,,�O�f(t)��XÚë êXÚ.XÚ��U�0�1,ù�¼ê�¿ã�~

�²w,Ò´�Ù�êÜ©,¤±±�Ñ�ý�Òk5K��E.

ù�XÚ¼ê�±g1ÀJ,'X�±$^

f(x) = sin x

,\¬���~ØÓ�(J(XJ¦^n�¼ê�{�½�P��Uëê¥

�¦^lÝü ).

�,�këêtXJU�ü��ã��Ý¦È,�,û.¦��Ã�¢�j!f t( ) = 1.47厘米

f x( ) = x

t = 1.47厘米

FF2 = 5.84厘米

FF1 = 4.37厘米

动画点

F1

F2

B C

A

D
F

ã 4.5: ôÚ×£

4.4 ÿÐ��

1.±��ü½:ålÚ(ý�),�(V­�),È(VÝ�),û(�)�­�X

×£.

2.}ÁØÓ�XÚ¼ê,�EÑ��kM¿�×£ã�.

3.�²¡Sõ�:�ålÚ�½��:�;,¡�õÎ�,Xã4.6,|

^x��~J±�,Á×£ÑõÎ�X�×£ã.

4.Á�Ñ���/�×£«�×£�ã¡.
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第4期 王叙贵：多卵线与多纽线 35

re∞．
J，

于是，设点M到F1，F2，⋯，R的相对矢径为P1，

P2，⋯，P。，则

P毛=re拍一r量=re硐一ne‘管(是一1)，

计算P1 pf P2硝⋯户。p+可得

r2“一2nlr”cosnO+n2”=plpf龙硝⋯A声：．

而

p1升统艿⋯声。p：=(-j面)2(1匾)2⋯(．j瓦)2=bh，
这样就有

r2n一2anrnCOS竹8+n2n—b2n=0． (4)

因此

r“=口“cosnO±√a2ncos2 nO一(n2n一62“)．

此即(3)式．

为了具体起见，下面以n=4为例，分别给出

a2<b2，a2=b2，口2>b2的曲线方程(3)所表示

的曲线(见图3，图4，图5)．

由图可知，当口2<b2时，曲线方程(3)对应

于一条封闭曲线(图3)，而当口2>b2时，对应于

四条封闭曲线(图4)，而当口2=b2时，对应于一

条四纽线(图5)，并且还具有下列性质：

，

么
趴
淑∥了(，-il)八
荔衫试一

×∥赢／ ，

图3 n2<b2

( )肛 而(‘
，、 ，，、 一

MR．J
0 V一庶V口‘+64
(≥

∽j

图4 n2>b2

(，-。)

<。
弋

|
l

八∑厶／_、
＼釜彳卜垒／征。
< |
只J
／

图5 n2=b2

1)无论口2>b2，a2=b2，n2<b2，r的最大

值和最小值都分别为

r一=∥丽，r曲=、丌i呵；
2)当b2≥2主口2时，曲线是一条凸曲线；

3)当b2=0时，曲线退化为四个点，即F1，

F2，F3，F4．

而对于一般的正整数7l(n>2)，则可得到如

下的一般结论：

1)当口2<b2时，曲线方程(3)对应于一条封

闭曲线；而当n2>b2时，对应于n条封闭的小曲

线，而当口2=b2时，对应于一条n纽线；

2)无论口2>b2，口2=b2，122<b2，r的最大

值和最小值都分别为

7"rnax=√n“+b“，t'mi。=√I口”一b”l；

3)当b2≥2‘-a2时，曲线是一条凸曲线；

4)当b2=0时，曲线退化为扎个点，即F1，

F2，⋯，R．

3 多纽线和有心力场的关系

多纽线和有心力场有着密切的关系，对此我

们有下述的定理1．

定理1 如果质点运动的轨迹为n纽线，

r“=2a”cosnO．

则质点所受力为有心力，力心在纽点。有心力的公

式为 F：一垃粤掣．
证明 由比耐公式[2]

h2u2(翥㈨一曩，
其中“=土。得

F—mh2u2(嚣h)． (5)

  万方数据

ã 4.6: õÎ�

15! Ä:©/-S�ÐÚ

5.1 ?Ö£ã

`å©/õê<kn)��
¤��ã/.·�ùp�¢y�´�
{

ü�­�,'XKochÈs­�(��Ès­�),Sierpinskin�(��UdÄn

�).Ò´d{ü� S�õU¢y��
”g�q”.

ã 5.1: KochÈs­�

5.2 Eâ|±

ùp¡I��´S�õU,AÛx��S�¢Sþ�¹éõ�¡,êâ

�,ã/�· · · ,·�^��´�~/���«.Ò´r�N�
�½�ö�3

Ü©ã/þ­E. ·�k±KochÈs­��~?1`².

���{{{
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1.�Ñ�^�ãAB,xÑ�ãAB�ü�n�©:A′, B′,òA′±B′�¥%^

=60◦��A′′,ë��ãAB′, B′A′′, A′′A′, A′B,ÛõAB.

2.:ÀA,B,lèüÀJC�,�1S�,ÑyS�ÀJµ.

3.d�Ñy�ÀJµ¥Ñy�´ÚA,BéA�ü���,©O4A→ A ,B → B′ .

4.:À(�V\#N�(½ö¦^¯$�Ctrl+A),d�Ñy�ÀJµ¥Ñ

y�´ÚA,BéA�ü�#���.©O4A → B′ , B → A′′ .d���

^´��urxò��ó�3�ãAB′, B′A′′þ?1­E.

5.UYV\#N�,A→ A′′ ,B → A′ ÚA→ A′ ,B → B .

6.lé{µ¥ÀJw«,�ªS�,(½Ò��
KochÈs­�.

·��±�
��?»,'XÛõ�Ð�@^ò�,ù�'�N´,:À

�ãÛõ=�,�,��±�¤UÜ,:À�ãÚ���Ûõ�:,$^è

ü,?6, ö�UÜ,w«/Ûõ.

éuù^S�)¤�Koch­�,·��Ðr�U¤[�,ö:àIÀJ��

Ý/«�, ·�¬uy��­�ÒÑ�ÀJþ
,ù´Ï�ù�­�´S�

�)�,Ù¥S�� ��Ü©�À¥,Ò�LX�^S�(JÑ�ÀJ
,ë

��J�±^àI:À��ã­�,¬uy­�þ��AÜ©�ÀJ
,�

Ø´¤k�­�Ñ�ÀJ
.Xã5.2 ­�À¥��^èü¥�w«,�/,[

显示对象

A B

ã 5.2: KochÈs­�

�5)û¯K.
Ø´^m�. �¤
?»��,·�ÀJþS�­�,U��

þ�−ÒÒ¬~�S�gê,­�¬Cz,�,XJ^Ctrl + +Ò¬C¤S�

gêO\.�,ØUO\�õg,Ï�Åì¬ÉØ
. 
��vk^
,O�

Åw«ØÑ5
.

Ó�·�ATØJ�EÑSierpinskin�.

���{{{
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1.�Ñ��n�/A,B,C,��>¥:D,E, F .Xã5.3

2.�Ñ��ëên,��Ù���1 6 n 6 8, n ∈ N.��D��3

n = 3

E

F

D

A

B C

ã 5.3: Sierpinskin�O�ã

3.:ÀA,B,CÚn,U4Shift�,lèüÀJ�ÝS�.

4.Ñyé{µUìA→ A ,B → D ,C → E ?1S�.

5.Ctrl+AO\N�,A→ E ,B → B ,C → F ?1S�.

6.25�g,Ctrl+AO\N�,A→ D ,B → F ,C → C ?1S�.

7.��w«�ª(J.

n = 4

E

F

D

A

B C

ã 5.4: Sierpinskin�

S����¯K´7L�yÐ©:m©S�.@o�
Ù¦�©/Ò��

Ä�ù�¡�Ï�Ïd3�Eþ�k�O. Xã5.5,ù�©/¢Sþ´d

ã5.6S��)�,�´ù�ã5.6�±�¥7L±A,B�Ð©:âU�yS

��?1,
¢Sþ±ã� ·�²wlA,Cm©^=�ò'�N´,@oX

Û�Ñù
(J��·����JQ.

5.3 äN�{

Äk·����ä.
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ã 5.5: �)

60°

30°

60°

C

BA

ã 5.6: �))¤�

1.�Ñ�ãAC,|^^=�Ñã5.6.ë�AB.

�e5·�Uìù��ä�êþ5xÑ��±A,B�gd:���

ã5.6.

2.�Ñ,�^�ãMN ,·�Ýþ�ä¥�∠BACÚ'�AC
AB

.òMNU

ì�ä��Ý^=¿� ,��MP .ù�·����ã/Ú�äÄ���,

Ò´gd:ØÓ,�e5·��±±MP�Ä:?1^=�ã,Ò�Ñ
·�

ýÏ�ã/,ù�ã/·�¤�)¤�.

3.Ûõõ{�:�,:ÀM,N ,òù�S�©ON��z�ã�ãþ.P

�ÀJ�ªS��J.·�N�S��Ý,Ò��
ù��)��{w�ã

¡.
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5.4 ÿÐ��

1.|^�ÝS�±�KochÈs­�.

2.±ã5.7�)¤��E©/.

ã 5.7: ��ã

3.©Ûã5.7,éÑÙ)¤�,¿±�Ñù�©/.

ã 5.8: ��ã
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